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複素多項式の特異点とそのリンクのトポロジー
数学専攻　山本　潤
研究の全体像
これまでの研究の全体像について述べる.
最初のきっかけは, 複素多項式
f(x; y) =
8>>>>>><>>>>>>:
x2 + y2
x2 + y3
x2 + "y2 + y3
(" > 0)
等に対し, C2 内の図形, f(x; y) = 0 で定まる代数多様体 V = f(x; y) 2 C2; f = 0g のトポロジー
についての研究であった. つまり, 低い次数の (複素 2変数)多項式特異点の単純な linkが, 特異点を
複雑にするとどう変化するかを Milnor bration の理論として調べていた. 例えば x2 + y2 = 0 と
x2 + y3 = 0 を比較するとき, x2 + cy2 + y3 = 0 として c! 0 としてみれば, 極限で, 高次のものに
linkが変わる. しかし, 一々切る半径に気を使わなければいけないので, c は固定して（0 でなけれ
ば何でもよいから）1 にして, 代わりに切る半径を変えることを考えた.
様々な多項式を取り上げ, 実際に計算を行った.
計算を何度も行っているうちに, ある観察結果に到達した. それは以下のものである.
観察結果
2変数複素多項式 f(x; y) = xp+xq + ym+ ynにおいて, その特異点に付随する link Kの xの射影の
braid表示は, 三次元球面 S3の径の大きさに依存する. S3の径が十分小さいとき, (12   m 1)pと
表示できる. また, S3の径が十分に大きいとき, (12   m 1   n 1)q と表示できる. ただし, p <
q, m < nとする. また, p; q; m; n 2 Nとする.
この観察結果は,（残念ながら）よく知られたものであったが, braidの元の表現と多項式の特異点
の linkとの間の対応に関しての理論的な背景を考察することで, この現象への数学的な解釈を得るに
至った.
このように, Milnor bration の理論は動機と背景にあるが, この研究の今までのところでは, それ
ほど明には出てこない.
一方, 計算と可視化のしやすさも考え, 球面で切るのではなく, r = jyj一定のシリンダーで切り, x 
平面への射影を考えることにした. すると Milnor ファイバーまたは特異曲面からの射影は正則写像
であるから, 極めて強い特徴を持つ.
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従って,
1)Milnor bration の理論,
2) r に関する Morse 理論,
3) r = jyj に関する擬凸性, Levi-平坦性と rの調和性,
4)正則射影の持つ正則写像として理論,
が理論的な屋台骨である.
Milnor bration定理について極簡単に説明する. 2変数複素多項式関数 f(x; y) : C2  ! C に対
して, f の零点集合 f 1(0)を V とし, V と C2内の原点を中心とする半径 "の 3次元球面 S3" との共
通部分 V \ S3" を link K とする. このとき写像  : S3"  K ! S1 と各ファイバーを
(x; y) =
f(x; y)
jf(x; y)j
F = 
 1(ei)  S3"  K
によって定める.
(x; y) が f の臨界点とは @f@x (x; y) = 0かつ
@f
@y (x; y) = 0となる点である. また, (x; y)が f の正則点
とは (x; y)が f の臨界点でないことである.
Morse理論の基本定理を紹介する. M をコンパクトな可微分多様体とする. 可微分関数 g : M ! R
で gの臨界点が非退化であるものをMorse関数という.
多様体M 上のMoser関数 g のMorse指数 (Morse Index)とはそのヘッセ行列の対角化後の負の固
有値の数である.
(Morse理論の基本定理)
M をコンパクトな可微分多様体とし, g : M ! RをMorse関数とする.
gの臨界点を p1; p2;    ; pk とし, gの各点における指数を r1; r2;    ; rk とするとき,
M は r1; r2;    ; rk 次元胞体 er1 ; er2 ;    ; erk を持つ有限 CW 複体にホモトピー同値である:
M ' er1 [ er2 [    [ erk
観察結果に対する理論的な考察を, f = x2 + y2という最も簡単な多項式を使って, 以下に, 説明す
る. 最も本質的な現象が, この簡単な例で説明できるのだ.
S3 の代わりに jyj = rというシリンダーで V を切る.
x2 + y2 = 0 (Hopf link)を y = 0 (x-複素直線)で f = 0 (Riemann面)が横断的になるように, _一次
の項を使って摂動.(係数は何でも定性的な差がないので計算をしやすようにした.)
f(x; y) = x2   2x+ y2   2yにおいて, y = 0かつ f = 0 =) x2   2x = 0; x = 0; 2
@f
@x = 0 () 2x  2 = 0 () x = 1, @f@y = 0 () y = 1: (f = 0は smooth.)
モース関数の臨界点は, @f@x = 0 となる V = ff = 0g の点である. Morse 臨界点 (1; 1  
p
2) と
(1; 1 +
p
2)のMorse指数は 1.
2
Morse関数 h = r2 = jyj2 などを使えば, (x; y) = (0; 0); (2; 0)で h = 0となり hは最小.
そのMorse指数は 0.
hの臨界点は @f@x = 0 () x = 1. V の点だから y = 1
p
2.
また, 0 < j1 p2j < 1 < 1 +p2に注意.
一方, x 複素直線への ff = 0gからの射影の特異点 (branch points)は @f@y = 0で得られる.
そのとき, y = 1; x = 1p2. だから, (x; y) = (1 p2; 1); (1 +p2; 1)が x 射影の branch points
で h = 1.
Morse指数 1の特異点 (1; 1 p2)では, jyj = 1 p2  "のシリンダーで切った特異点の linkは, V
の正則性という強い位相条件から正の向きに左右のリングが回る. 零点集合 V は切るシリンダーの
大きさ, つまり jyj = rが大きくなると, 必ず, その x 平面への像の境界は外へと広がっていく.
V は最初はMorse指数 1の特異点を含まないが, jyjが大きくなると, それを含む (jyj = 1 p2).
そして, jyj = 1 p2 + "では交差が生じる.
この交差現象が,実に本質的であり, h > 0のすべてのMorse特異点の指数は 1であるし, その特異点
に対応する交差はこのワンパターンしかない.
交差が生じる毎に, 特異点を回る knotの回転数が 1回転上がることに注意.
jyjを十分大きくすると, もうひとつのMorse指数 1の特異点 (1; 1 +p2)で同様の交差が生じる.
braid交差はMorse指数 1の特異点の数に対応して 2度生じるので, Hopf linkの表現である 21 が得
られる.
観察結果に対する考察
これまでの研究の全体像を踏まえた上で, その観察結果についての理論的考察を述べる. 一般論とし
て, 次のように考えることができる.
与えられた多項式を xと yの一次の項で摂動しておけば y = 0 においては xだけの多項式で, r 十
分小では　 r =一定で切ればその次数の分だけ自明な knotが出る.
r を大きくしていくと我々のよく知っている
1)Morse指数 1 の特異点での現象,　
2)正則射影の分岐点における現象を繰り返して複雑な姿に成長してく.
r > 0 では log r の調和性から, 臨界点の Morse 指数は 1 のみである.
(球面で切って半径を大きくしていく場合は強擬凸性から Morse 指数 2 のみが排除される.)
また, x-平面への射影の正則性により，r が増加するとき, Riemann 面 x-平面への像は常に境界
から外へと広がってゆく.
Riemann 面とその境界である knotの自然な向き付けを併せると, 臨界点の前後における振舞は，
図 4から 12に示したものしか起こりえないことが分かり 正の向きの braidが生じる.
正の向きの braidとは, 組紐群 Bnの元, 1; 2;   n 1 を Bnの生成元としたとき, 1 と共役な
元の合成で表示されるものをいう.
一方, Riemann 面から x-平面への正則写像の分岐点では, 境界曲線が正の向きに回転数 1 増やし
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て自己交差を生じる. 組紐群の元としては，何も起こっていない.
これらを総合し, 最終的に, 正の向きの braidの合成として組紐群の元としての表示が与えられる
ことになるのだ.
ただし, 今回は, 球面ではなく, シリンダー jyj = r で切ったため, 小さい球面で切るべき特異点 link
をすべて見ているとは断言できない. エンド（r 十分大）で安定しているところは, 球面で切ってもシ
リンダーで切っても同じであることが容易に分かる. 多項式特異点の link(小さい球面で切った link)
がエンド (十分に大きい球面切ったもの）に現れるように多項式を作り変えることができるなら総て
の代数的結び目に対応しているといえるのだが, このことは未確認である.
先ほどの Hopf link の例から, x2 + xm + y2 + yn の特異点の link も同様に推し量ることができ
る. (braid表示も一致.)
x2(xm 2 + 1) + y2(yn 2 + 1)として, jyj = r (> 0)をMorse関数にとる. やはり, 原点から遠いとこ
ろでm  2個の自明な knotが生じる.
併せて fy = 0gとm回の交差である.
ゆえに, r小では特異点の linkは 21 であり, r大では (12   n 1)m と表示できるだろう.
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